
Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 1

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2ẏ2 − 3xy2. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + ẋẏ + 2ẏ2 + x2 + 3xy + y. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = ẋ2 + (x− 2t)2 + 3x, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = ξ, t = 2τ + 2ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü
è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = ξ + 2τ, t = τξ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (2, 3,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = 2t + 4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = 5 + 4t3. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + tη, y = tξ + 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξ2dξ2 + ξdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η − ξ2)Px + η2Py, Pη = ξPx + (2ξη + η)Py, ε = E + 4tPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y2t, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + η, y = 3ξη.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 2

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + ẋẏ − x2 − y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+η, y = −2η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ẋ2 + ẋẏ−2ẏ2 +y2−xy−2y. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå
ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå
L = −√1− ẋ2 + (x + 2t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = (5ξ − 3τ)/4, t = (5τ − 3ξ)/4. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = −ξ + 2τ, t = 4τξ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (1,−4,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = t2 + 6.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −t + 4t2.
Èñïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ − tη, y = 2tξη.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξηdξ2 + ξ2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η − 2t2)Px + η2Py, Pη = ξPx + (2ξη + η)Py, ε = E + 4tξPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 4x(ẋ2 + y2)t, Ry = 3ẏ3 − 3t4, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + ηt, y = 3ξ(η + t).
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 3

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 − xẏ2 + xy − 4x. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + 2ẏ2 + x2 + 3xy − 3y2 + 3x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è
ïîâîðîòà, äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = ẋ2 + (x + 2t)2 + t, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = 2ξ, t = 2τ − ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü è
åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = τξ, t = −ξ + τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 1,−2) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = t2 + 7 sin t.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −2t2 + t3.
Èñïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −tξ + η, y = t2ξ + 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξηdξ2+sin2 ξdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η − 2ξ2)Px + η2Py, Pη = ξPx + (2ξη + η + t2)Py, ε = E − 2tηPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = −4ẋ2x − y4t, Ry = ẏ + 3 sin t, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξ(t + η), y = 3ξ + η.

3



Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 4

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 + ẏ2 + xy2. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+2η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ẋ2 − 2ẋẏ + 2ẏ2 + x2 + 4xy − 4x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è
ïîâîðîòà, äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå
ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå
L = −√1− ẋ2 + 9(x− 2t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = (5ξ − 4τ)/3, t = (5τ − 4ξ)/3. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = ξ − 2τ, t = 2τξ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (2,−3,−1) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = 6t2 + 4t.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −5 − t3. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2tξη, y = ξ + 2tη.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = η4dξ2 + 4ξ2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η− 2ξ2)Px + η2Py, Pη = (ξ + t2)Px + (2ξη + η)Py, ε = E− 2tηPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 5ẋ3x − y2t, Ry = ẏ2 + 3t, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = 2ξt + ηt2, y = −ξ − η.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 5

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ(ẋ − ẏ) − 2x2 + y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+η, y = −2η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = −ẋ2 − ẏ2 + ẋẏ + 2ẏ2 − y2 + 3xy + y. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è
ïîâîðîòà, äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = ẋ2 + 2x2− xt + 3x, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = 2ξ, t = 2τ − 3ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü
è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = ξ + τ, t = τξ2 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2,−3, 5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = 2t3 + 4t.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = t + t3. Èñïîëü-
çóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ + t2η, y = t3ξ + η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 9ξηdξ2 + η2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η−2ξ2)Px +(η2 +3t2)Py, Pη = ξPx +(2ξη +η)Py, ε = E−6tξPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 5ẋ2x + y2t, Ry = −ẏ3 + 3xy, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + ηξ, y = 3ξ − 2η.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 6

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 − xẏ2 + x(y + 3). Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ−η, y = 2ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ẋ2 − 2ẏ2 − x2 + 5xy + y. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå
ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå
L = −√1− ẋ2+(4x+t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = (13ξ−5τ)/12, t = (13τ−5ξ)/12. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = τξ, t = 2ξ − 2τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 0,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −2t + 4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = t3 − 5t. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −ξ + 2tη, y = −tξ + 3η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξ4dξ2 +ξ2η2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (2η − ξ2)Px + η2Py, Pη = 2ξPx + (2ξη + 3 sin η)Py, ε = E + 4tPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2xy2, Ry = 2ẏ + xy, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè x = ξ + ηt, y = 3 + ξ − η.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 7

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 + 2ẏ2 − xy2. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+η, y = 2ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = −ẋ2 + 2ẏ2 − y2 + 2xy + 3x2 − x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è
ïîâîðîòà, äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = ẋ2− (x− t)2 +3t, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = −2ξ, t = −τ −4ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü
è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = τξ, t = −ξ − 2τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−5, 1, 0) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −2t + 4t4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −t + 4t5.
Èñïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ + 4tη, y = −tξ − 2t2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 2ξηdξ2+4ξ6dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = 2(η − 3t2)Px + η2Py, Pη = 2ξPx + (2ξη + η)Py, ε = E + 12tξPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2xy2 − t, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + η, y = 3ξη.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 8

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋẏ + 2ẋ2 + x2 − 2y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +η, y = 3η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + 2ẏ2 − y2 + 2xy − 6x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = −√1− ẋ2 + 25(x + 2t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = (13ξ − 12τ)/5, t = (13τ − 12ξ)/5. Êàê
ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ
êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = −ξ + 4τ, t = −τξ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (0,−6,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = t2 + t + 4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −t − t3. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −ξ − tη, y = 2tξη.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 16ξ2η2dξ2 + 9η2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (3η−2ξ2)Px +η2Py, Pη = 3ξPx +(2ξη+η+2t2)Py, ε = E−4tηPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y2t3, Ry = ẏ + 3x3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = −ξt + η, y = −8ξη.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 9

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2xẏ2 + xy + x. Ââåäåì íî-
âûå êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ + η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = −ẋ2 + 2ẏ2 − 2y2 + 2xy + x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = ẋ2 +2x2−2xt+x, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = −3ξ, t = 3τ−3ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü
è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = ξ + τ, t = −τ2 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 4,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −t + 4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −2 + t4. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −ξη, y = tξ + 4η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 4ξ2dξ2 + ξηdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η−2ξ2)Px−η2Py, Pη = (ξ−t3)Px−(2ξη+sin η)Py, ε = E+3t2ηPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 4 + ẋ2xt, Ry = ẏ2x, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè x = 2ξηt, y = ξ − 3η.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 10

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 + 2ẏ2 − 3x2y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξη, y = ξ +η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = −ẋ2 + 2ẏ2 + 3y2 + 6xy + x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå
ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå
L = −√1− ẋ2 + 16(x + t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = (5ξ + 3τ)/4, t = (5τ + 3ξ)/4. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = 2ξ + τ, t = ξ2 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (6, 0,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = 5− 2t + 4t2.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = 5t + 4t6. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ + 2tη, y = 3ξ + tη.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 4η2dξ2+ξ2ηdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = 2(η−2ξ2)Px+(η2−6t2)Py, Pη = 2ξPx+(2ξη+η)Py, ε = E+12tξPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = −ẋ2x − y4t, Ry = 3x − ẏ4, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + 2η, y = 3ξ − η.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 11

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2− ẋẏ−x2−y. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ − η, y = −η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + ẏ2 − 2y2 + 2xy − 3x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = ẋ2 +2(x+ t)2 +4t2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = 4ξ, t = −2τ−ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü
è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = −ξ − τ, t = 2τ3 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 5, 0) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −2 + t2.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −t3 + 2t.
Èñïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 3tξ − 2η, y = −tξ + η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 9ξηdξ2+4ξ3dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η − sin ξ)Px − 2η2Py, Pη = ξPx − (4ξη + η)Py, ε = E + 4tPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y2t, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξ − ηt2, y = 3ξ2 − η.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 12

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = −2ẋ2 + xẏ2−xy + 2x. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ẋ2 + 6ẏ2 − 4y2 + 6xy − x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå
ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå
L = −√1− ẋ2 + 27(x− t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = (5ξ + 4τ)/3, t = (5τ + 4ξ)/3. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = −ξ + τ, t = 4ξ3 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (0,−4, 1) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = t + 4t4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −6t9. Èñïîëü-
çóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 4ξ + t2η, y = tξ − 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 9ξη2dξ2 +ξ2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η − 2t2)Px + 2η2Py, Pη = ξPx + (4ξη + η)Py, ε = E + 4tξPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y2t, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξηt, y = ξ − η2.

12



Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 13

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 + 2ẏ2 + xy2. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξη, y = ξ−η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ẋ2 + ẏ2 − 2y2 − x2 + 4xy. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = 4ẋ2+2x2−xt+4x, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = −3ξ, t = −τ−ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü
è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = −ξ + 2τ, t = 2τξ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 0,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −2t + 4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −t3 − 5. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ + t4η, y = t3ξ + 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 2ξ2η4dξ2+ξ2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η−2 sin ξ)Px +η2Py, Pη = ξPx +(2ξη +η− t2)Py, ε = E +2tηPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2y + tx, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè x = ξt + η, y = ξ2η.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 14

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋẏ+ ẏ2−y+2x2. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2η, y = 2ξ + η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 2ẋ2 + ẏ2 − 2y2 − 2xy − 2x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = −√1− ẋ2 + 12(x + 2t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = (13ξ + 5τ)/12, t = (13τ + 5ξ)/12. Êàê
ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ
êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = −ξ + τ, t = −5τ2 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (0, 3,−2) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −2 cos t.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −5 + 4t. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2tξη, y = 2tξ + 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 25ξηdξ2+ξ4dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (2η−2ξ2)Px+η2Py, Pη = (2ξ+4t2)Px+(2ξη+η2)Py, ε = E−8tηPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 4ẋ2x2 + y2t, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = (ξ + η)t3, y = 3ξη.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 15

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 3ẋ2 + xẏ2 + xy + 4x. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −ξ + η, y = −2ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + 2ẏ2 − 4y2 + 8xy + x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = ẋ2 + 2(−x + t)2 + 4t2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = ξ, t = −4τ − 3ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = −ξ − τ, t = τ3 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (1, 1,−3) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −2t + 4t6.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = 4 sin t. Èñïîëü-
çóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + tη, y = −2tξη.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξ4dξ2+25η2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η−2 sin ξ)Px+(3η2+3t2)Py, Pη = ξPx+(6ξη+η)Py, ε = E−6tξPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = −4ẋ2x + y3t, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = 2ξ + ηt, y = ξ − η.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 16

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + ẏ2 + 4xy2. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ + η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + ẏ2 − 3y2 + xy − 2x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = −√1− ẋ2 + 5(x + 2t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = (13ξ + 12τ)/5, t = (13τ + 12ξ)/5. Êàê
ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ
êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = ξ+τ, t = ξ4 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ
è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (0,−3,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = 5t + 4t4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −2t8. Èñïîëü-
çóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + tη, y = tξ + 2tη.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξηdξ2+4ξ2ηdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (3η − ξ2)Px + η2Py, Pη = 3ξPx + (2ξη + 4η2)Py, ε = E + 4tPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y2t, Ry = ẏy + 4, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + η2, y = ξη2.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �8
Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Âàðèàíò 17

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 − ẋẏ + 4x2 − y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ−η, y = η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = −2ẋ2+2ẏ2−4y2+16xy−3x2. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = 3ẋ2 + (x + 2t)2 + 2x2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = −4ξ, t = 2τ − ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = 2τξ, t = −ξ + τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 0, 1) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −4t5 + 4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −t − 2t2.
Èñïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + tη, y = 2tξ + 2η + t2.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξ3dξ2 + ξ2ηdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = −3(η− 2t2)Px + η2Py, Pη = −3ξPx +(2ξη + η)Py, ε = E− 12tξPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋxy + y2t, Ry = ẏ − 5, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + η, y = 3ξ3 − η.
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Âàðèàíò 18

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = −ẋ2 + xẏ2 + 3xy − 4x. Ââåäåì
íîâûå êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + η, y = 2ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + 2ẏ2 − 2y2 − 2xy − x2 − 3x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è
ïîâîðîòà, äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = −√1− ẋ2 +(x+ t)2/4, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = 10ξ−6τ, t = 10τ−6ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = τ4, t = −ξ + 2τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2,−1,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = t + 4t2.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = 4t3 + 1. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + tη, y = t(ξ − 2η).

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξ5dξ2 +4ξ2ηdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η + 5ξ4)Px − 3η2Py, Pη = ξPx − (6ξη + η + t2)Py, ε = E + 2tηPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 5ẋ2x + y2t2, Ry = ẏ2 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + η, y = ξη.
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Âàðèàíò 19

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 4ẋ2 +2ẏ2−xy2. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ + η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2−2ẏ2−2y2−2xy−x2−6y. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = ẋ2 + 4(x − t)2 + 4t2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = −ξ, t = −5τ − 5ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = ξ + 2τ, t = τ + 3ξ2 îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (3, 0,−1) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = t(1 + 4 sin t).

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = t2 +2. Èñïîëü-
çóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2t(ξ − η), y = tξ2 + 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξ4dξ2 +ξ2η2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = −(η−2ξ2)Px+η2Py, Pη = (2t2−ξ)Px+(2ξη+η2)Py, ε = E−4tηPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y2t, Ry = ẏ2 + 3t sinx, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + η2, y = 3ξη.
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Âàðèàíò 20

1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2ẋẏ + x2 − y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+3η, y = 2η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + ẏ2− 4y2− 2xy− x2 + x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = −√1− ẋ2 + 2(x + t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = 5ξ − 3τ, t = 5τ − 3ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = ξ4, t = −ξ + 2τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (0, 1,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −7t + 4t3.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = 4t4 + 2. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −ξ + t2η, y = tξ2 + 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξ6dξ2 + ξ3ηdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (2η−2ξ2)Px+(η2−t2/2)Py, Pη = 2ξPx+(2ξη+η)Py, ε = E+tξPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y4t2, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + η, y = 3(ξ + η)t.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = 2ẋ2 − 2xẏ2 + xy − x. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ+η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 +2ẏ2 +y2−2xy−x2 +3y. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = 2ẋ2 + 2(2x − t)2 + 4x2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = −5ξ, t = −τ − ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = ξ3, t = −3ξ + τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 4,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = 6 + 3t.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè z ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = t2 +4. Èñïîëü-
çóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + η, y = tξ2 + 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 4ξ3dξ2 + ξ2dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = −(2η + ξ2)Px + η2Py, Pη = −2ξPx + (2ξη + η)Py, ε = E + 4tPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = −2ẋ2x + y4t, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξ2t + η, y = ξ + 2η.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 − 3ẏ2 + xy2. Ââåäåì íîâûå êîîð-
äèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = 2ξ + η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 +2ẏ2 +y2−4xy−x2−4x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ïîâîðîòà,
äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè,
äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = −√1− ẋ2 + 2(x + t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = 5ξ − 4τ, t = 5τ − 4ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = ξ5, t = ξ+τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ
è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 1,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = −2t + 4t5.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = t3− 6. Èñïîëü-
çóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ2 + tη, y = t2ξ − 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 16ξ5dξ2 +ξ2η4dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η + 2t2)Px + η2Py, Pη = ξPx + (2ξη + η)Py, ε = E − 8tξPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2xt + y2, Ry = ẏ3 + 3xy, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + ηt3, y = ξ2η.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2 + 2ẋẏ − 4x2 − y. Ââåäåì íîâûå
êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ +2η, y = η. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ẋ2 + 2ẏ2 − 2y2 + 4xy − x2 − x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è
ïîâîðîòà, äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = 4ẋ2 + (x− 2t)2 + t2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = 4ξ, t = ξ− 4τ . Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ñêîðîñòü
è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìå-
íè x = τ3, t = ξ + 5τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2,−1,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = t + 4t4.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = 10 − t2. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −t(ξ + tη), y = tξ + 2η.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = ξ5dξ2 + ξ2ηdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = −(η−ξ4)Px +η2Py, Pη = −ξPx +(2ξη+η−3t2)Py, ε = E +6tηPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y2t, Ry = ẏ3t2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè x = ξt− 2η, y = 3ξη.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = −2ẋ2 − xẏ2 + xy + x. Ââåäåì
íîâûå êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −ξ − η, y = −ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = 4ẋ2 + 2ẏ2 − 2y2 − 4xy − x2 + x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è
ïîâîðîòà, äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = −√1− ẋ2 + 2(x + t)2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = 5ξ + 4τ, t = 5τ + 4ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = −ξ4, t = ξ − 7τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−2, 4,−5) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = 4t2 − 2t.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −t − 4. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + tη, y = t2(ξ + η).

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 4ξ3dξ2 + 25ξ2η4dη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (3η−2ξ2)Px+2η2Py, Pη = (3ξ−t2)Px+(4ξη+4η3)Py, ε = E+2tηPx. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 2ẋ2x + y2t2, Ry = ẏ3 + 3, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = 2(ξ + η)t, y = ξ − 3η.
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1. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä L = −4ẋ2 + 4ẏ2− xy2. Ââåäåì íîâûå êî-
îðäèíàòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = −2ξ+η, y = ξη. Ñîñòàâüòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â èñõîäíîé è â íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâûõ ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü âòîðûõ.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû L = ẋ2 + 2ẏ2 − 2y2 + 4xy − 2x2 − x. Ïîäáåðèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è
ïîâîðîòà, äèàãîíàëèçóþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Áóäåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, äèàãîíàëüíîé? Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è óáåäèòåñü â èõ êîâàðèàíòíîñòè.

3. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàãèâàåò íå òîëüêî êîîðäèíàòû, íî è âðåìÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà
íå ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííûõ, â îòëè÷èå îò äåéñòâèÿ. Íàéäèòå íîâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè â èñõîäíîé
ñèñòåìå L = 4ẋ2 + 2(x − 2t)2 + 4t2, à ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä x = ξ/2, t = 2τ + ξ. Êàê ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ
ñêîðîñòü è åå ïðîèçâîäíàÿ? Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâóõ ñèñòåìàõ è ïðîâåðüòå èõ êîâàðèàíòíîñòü.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè
x = −2τ4, t = 2ξ − τ îñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñòèííûìè, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ è óìíîæèòü åå íà ïðîèçâîäíóþ dt/dτ .

5. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïîëó÷èòå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ
âäîëü íàïðàâëåíèÿ (−3, 0, 1) ñî ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé v(t) = t + 5.

6. Çàïèøèòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå U(r), â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ìîäóëü êîòîðîé ω(t) = −1 + 2t. Èñ-
ïîëüçóéòå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

7. Íàéäèòå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðåîáðàçóþòñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðè ïåðåõîäå ê êîîðäèíàòàì ξ, η ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì x = ξ + tη, y = tξ2 + 2η2.

8. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàññîé m â ïîëå U(r). Ïåðåõîä ê íîâîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò çàäàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé äëÿ ýëåìåíòà äëèíû ds2 = 25ξ6dξ2+ξ2ηdη2. Îïðåäåëèì óñêîðåíèå òî÷êè
êàê îòíîøåíèå ñèëû ê åå ìàññå, à ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â íîâîé ñèñòåìå. Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè.

9. Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x, y ê ξ, η îáîáùåííûå èìïóëüñû è ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
Pξ = (η−4ξ4)Px +(η2 + t4)Py, Pη = ξPx +(2ξη +η)Py, ε = E−4t3ξPy. Êàêèì ìîã áûòü ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèé?

10. Ó÷åò ñèë òðåíèÿ èëè ðåàêöèè ñâÿçåé â ïîäõîäå Ëàãðàíæà îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ñèë Ri. Íàéäèòå ýòè ñèëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ξ, η, åñëè
â èñõîäíîé ñèñòåìå x, y îíè èìåëè âèä Rx = 4ẋ2x + y2t, Ry = ẏ2 + 3tx, à ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò çàäàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè x = ξt + η, y = ξ2 + η.
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